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Funkcionalni nizovi

Neka su f,(x) realne funkcije jednog realnog argumenta koje imaju

istidomen D C R. Uredeni skup funkcija fi(x), f(X), ..., fa(X), ... Zove
se funkcionalni niz (f,(x)).

Za razliku od brojnih nizova, kod funkcionalnih nizova razlikujemo
obi¢nu i uniformnu (ravnomernu) konvergenciju.

Niz (f,(x)) konvergira u tacki x, € D ako konvergira brojni niz

(fa(X0))-
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Definicija

Niz (f,(x)) konvergira na intervalu | C D ako postoji realna funkcija
f(x), x € |, takva da:

(Yx € ) (Ve > 0) (IN(g, x) € N) (Vn € N)(n > N(g, x) =

Ifa(x) — f(x)] < €).

(Niz (f,(x)) konvergira na intervalu / C D ako konvergira u svakoj
tacki tog intervala.)

Funkcija f(x) se zove grani€¢na funkcija niza (f,(x)), t.
f(x) = nlim fa(x), x € 1.
— 00
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Definicija

Niz (f,(x)) ravhomerno/uniformno konvergira ka granicnoj funkciji
f(x) na D C R ako:

(Vx € D) (Ve > 0) (3N(e) e N) (Yn e N)(n > N(e) = |fa(x) — f(X)| <
e).

|f X)—f(x)|<e&e f(x)—e<f(x) < f(x)+e

(
tj. (skoro) svi €lanovi niza (f,(x)) se nalaze u e-okruzenju funkcije
X

f ().
Oznaka (f,(x)) = f(x).
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Osobine uniformne konvergencije funkcionalnih nizova

Teorema

Neka je niz (f,(x)) uniformno konvergentan na skupu | ka funkciji
f(x). Ako Vn € N postoji konacan Jlna fa(X) (4. tacka a je tacka

nagomilavanja skupa |) onda postoji i kona¢na grani¢na vrednost
lim f(x).

X—a
Pritom vaZi: lim f(x) = lim lim fo(x) = lim lim fy(x).
X—a n—oo X—a X—an—oo

Podsecéanje: Tacka a je tacka nagomilavanja skupa / akko svaka
e-okolina take a sadrzi bar jednu tacku skupa / razlicitu od a, tj.
(Ve>0)a—c,at+e)nl\{a} #2.
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Teorema

Ako su funkcije f,(x) neprekidne u tacki a i ako niz (f,(x))
ravnomerno Konvergira ka f(x) onda je i f(x) neprekidna u tacki a.

Podsecanije:
@ Funkcija f : D — R je neprekidna u tacki a ako:
(Ve > 0)(39 > 0)(Vx € D)(|x — a| < d = |f(x) — f(a)| < ¢e).

@ Ako je funkcija f : D — R je neprekidna u tacki a onda
)!ima f(x) = f(a).
—

Na osnovu teoreme vazi:
f(a) = )!i_>ma f(x) = lim lim fo(x) = lim lim f,(x) = nILmOO fa(a)

X—an—oo n—oo Xx—a
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Teorema
Neka vazi:
@ Funkcije f,(x) su neprekidne na segmentu [a, b],¥Vn € N.

Q@ Niz (fa(x)) uniformno konvergira na segmentu [a, b] ka granicnoj
funkciji f(x).
Tada je granicna funkcija f(x) neprekidna na segmentu [a, b.

Podsecanije:

@ Funkcija f : D — R je neprekidna na nekom skupu ako je
neprekidna u svakoj tacki tog skupa.

@ Funkcija f : D — R je neprekidna na segmentu [a, b] ako je
neprekidna na (a, b) i neprekidna sleva u tacki b, odnosno
zdresna u tacki a.
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Teorema

Neka je (f,(x)) niz funkcija. Ako je svaka funkcija f(x) integrabilna i
ako (fr(x)) = f(x) na [a, b] onda je i f(x) integrabilna funkcija na
la, b] i vaZi:

J2t(x)dx = [P

(fa(x))ax = lim_ [ (fn(x))dbx.

lim
n—oo
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Teorema

Neka je (f,(x)) niz funkcija takve da f, : (a, b) — R. Ako vazi:
a) Funkcije fr(x) su neprekidne i imaju neprekidne izvode
fi(x) na(a,b), Vn € N.
b) Niz (f,(x)) konvergira bar u jednoj tacki c € (a, b).
¢) Niz izvoda (f}(x)) = *(x).

Tada vazi:
1) (fa(x)) = ().
2) f(x) je neprekidna i ima neprekidan izvod f'(x) na
(a,b).
3) f*(x) = lim fi(x) = (lim f,(x)) = f'(x).

n—oo n—oo
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Funkcionalni redovi
Neka je (fn(x)) funkcionalni niz. Beskonacni zbir funkcija
> fk(X) = fi(x) + f(x) + ... zove se funkcionalni red.
=i

Zbir prvih n ¢lanova funkcionalnog niza
Sn(x) = Z fi(x) = fi(x) + K(x) + ... + fa(X) Zove se n-ta parcijalna

suma funkc:ona/nog reda.

Sn(x) je funkcija, definisana na istom domenu kao i f(x).



Funkcionalni nizovi
Funkcionalni redovi Funkcionalni redovi
Stepeni red

Red > fk(x) konvergira u tacki x, ako konvergira brojni red
k=1

2 £,(x0)-

Skup tacaka xo € D u kojima red konvergira zove se oblast
konvergencije.

Red io: fx(x) konvergira na intervalu | C D ako niz parcijalnih suma
k=1

konvergira na intervalu .
S(x) = nILm Sn(x), ¥x €/

S(x) = fj fx(x) je suma reda.
k=1
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Definicija
Red " fx(x) uniformno/ravhomerno konvergira na intervalu | C D

k=1
ka funkciji S(x) ako niz parcijalnih suma (S,(x)) uniformno konvergira
na intervalu | ka S(x).

Teorema

Ako je red Y, fk(x) uniformno konvergentan na (a, b) onda je on i
k=1
konvergentan na (a, b).

Obrnuto ne mora da vazi.
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Ispitivanje konvergencije funkcionalnog reda se svodi na ispitivanje
konvergencije funkcionalnog niza (parcijalnih suma).

Ispitivanje uniformne konvergencije funkcionalnog reda se svodi na
ispitivanje uniformne konvergencije funkcionalnog niza (parcijalnih
suma).

Kriterijum za ispitivanje uniformne konvergencije:

Teorema
Vajerstrasov kriterijum
NekaVx € (a,b) iVk € N vazi |fx(x)| < Mk, 0 < Mk < oo. Ako je

pozitivan brojni red > My konvergentan, tada je funkcionalni red
k=1

> fx(x) uniformno konvergentan na (a, b).
k=1



Stepeni red
Osobine uniformne konvergencije funkcionalnih
redova

Neka je red Z f(x) uniformno konvergentan na skupu | C D i neka
u nekoj tack/ a kola je tacka nagom//avanja skupa | postoji
I|m fa(a), VYn € N. Tada red Z I|ma f(x) konvergira i vaZi

—1 X—r

Z lim f(x) = lim Z fi (X).

—1 X—a x—>ak

Teorema

Neka su funkcije fx(x) neprekidne na (a, b) za svako k € N j red

> fx(x) uniformno konvergentan na (a, b). Tada je S(x) = Y fk(x)
k=1 k=1
neprekidna funkcija na (a, b).
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Teorema
Neka su funkcije fx(x) neprekidne na (a, b) za svako k € N i red

> fx(x) uniformno konvergentan na (a, b). Tada red »_ fc(x) moZe
k=1 k=1
da se integrali ¢lan po ¢lan tj. Vxy, xo, 0 < x4 < Xo < b vazi:

:f( PRICICED (J () ).

k=1 x4

Teorema
Neka su funkcije fx(x) diferencijabilne i f/(x) neprekidne na (a, b) za

svako k € N. Takode neka je red > fi(x) konvergentan, a red
k=1

§ f,(x) uniformno konvergentan na (a, b). Tada red i f(x) moze
k=1 k=1

da se diferencira ¢lan po Clan i vazi:

(3 &) = 3 £().
k=1 k=1
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Stepeni red

Na Casu:
@ Stepeni red
@ Uniformna konvergencija stepenih redova
@ Predstavljanje funkcije u obliku stepenog reda



	Funkcionalni redovi
	Funkcionalni nizovi
	Funkcionalni redovi
	Stepeni red


